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MUTATIONS, MIGRATIONS
ET STRUCTURES GENIQUES

En progressant constamment, la génétique de population est
amenée a abandonner quelques hypothéses adoptées pour sim-
plifier des questions qui paraissaient & Pabord fort délicates &
déméler en raison du grand nombre des éventualités C’est ainsi
que les généticiens ont généralement admis que deux alléles
distincts seulement sont présents en un méme locus. En Sfait il
n’en est pas toujours ainsi; comme le remarque M. A. JAcQUARD
un locus peut comporter plus d’une dizaine d’alléles (V). Cette
multiplicité conduit a se placer dans le cas le plus général d’un
nombre d’alléles n. M. Daniel COURGEAU, chargé de recherches
PLN.E.D., étudie dans cette hypothése une population soumise &
des mutations et & des migrations.

On envisagera dans cet article la généralisation des modéles détermi-
nistes, développés par G. Malécot (2), dans le cas ou la population subit des
mutations et des migrations, toutes les autres conditions de la panmixie
parfaite étant supposées réalisées.

1. Mutations.  Envisageons une population dont la structure génique
est :

s—=(w1,. .. wi... wy) avec ;=1
i

Chaque géne i aura, & chaque génération, une probabilité de muter en
'un des autres génes j. Nous noterons cette probabilité, ou taux de mutation,

sous la forme v;. De méme, la probabilité qu’aura un gene i de rester iden-
tique a lui-méme sera :

'uf=1~2 vi

i

La fréquence de I’alléle i deviendra alors aprés mutation :

1) « Panmixie et consanguinité «. Population, 1968, novembre-décembre 1968,
) « Probabilités et hérédité » I.N.E.D., 1966, 163-189.
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wi(g) = wilg—1) — X viwilg— 1)+ X viwj(g—1)
=i =i
=[1 —Zv]oilg—1)+ % vojg—1)
i J#
=X vl wj(g—1)
j
Appelant matrice de mutation V, la matrice stochastique de terme géné-

ral v; et P'ordre n, cette relation s’écrit :

(g) = s(g—=1)V=s(o)V

Ainsi, la structure génique de la population a la génération g est entiére-
ment déterminée par sa structure génique initiale et la matrice de mutation.

L’étude de la limite vers laquelle s (g) pourrait tendre, lorsque g —» oo,
est liée a I’étude de la limite de la matrice V9. Or, cette matrice peut se mettre
sous la forme suivante :

VE=US*U-1

ou U est une matrice non singuliére et S est une matrice partitionnée. Elle
est de la forme :

Sn1 (91)0 ....... 0
S — O Snz (9)2. .. O
o o0 Su, (62)

ou Sny (pr) est une matrice d’ordre ny, o, étant une valeur propre de I'ordre
de multiplicité n, :

or1 0...0 0
0 1...0 O
Su o) = | & T
00 O...0 1
00 0...0 o

qui donne, élevée a la puissance g :

g

g -1 g g“nf+1
Pr (f)P) et (nr—l) pr

S = 0 ot (wi2)e
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La condition nécessaire et suffisante, pour que ces matrices aient une limite
lorsque g — co, est donc :

— que les valeurs propres ¢, soient de module = 1;

— que pour les valeurs propres p, de module 1, les matrices S¢  soient
d’ordre 1;

— qu'il n’y ait pas de valeurs propres de module 1 autres que 1.

Si cette dernitre condition n’est pas réalisée les matrices S8 seront
cycliques.

Or, 1a matrice V étant stochastique, la premiére condition est réalisée.
De plus, la relation : Xv; = 1 montre que 1’on a au moins une valeur propre

j
égale a 1, a laquelle correspondra un vecteur propre gauche uj, dont toutes
les composantes seront égales. Enfin. un alléle ayant toujours une probabilité

non nulle de rester identique a lui-méme, aucun des v; ne sera nul : cette
condition a pour conséquence que les autres valeurs propres sout de module
inférieur a4 1. Ainsi 1a matrice S¢ aura, i la limite, tous ses éléments nuls,
a Texception de la valeur propre 1. Le produit : lim US# tendra donc vers,

g—> 00
une matrice, dont seule la colonne correspondant au vecteur propre uj, ne
sera pas nulle. Enfin, le produit : lim USsU-1 tendra vers une matrice, dont

g§—>co
toutes les lignes seront identiques. En effectuant le produit s(0)Vé, on obtiendra
un vecteur ligne indépendant de s(o) et dépendant uniquement d’une quel-

conque des lignes identiques de la matrice : lim Vs.
g—> CO

Ainsi la limite de S(g) n’est fonction que des taux de mutation et est
indépendante de la structure génique initiale de la population.

Le calcul de cette limite ne nécessite que la détermination du vecteur propre
droit, correspondant & la valeur propre 1. Ce vecteur ainsi déterminé, & un

facteur multiplicatif prés, sera totalement défini par la condition : Xw; = 1.
i
Dans le cas particulier oti les taux de mutation directs et reverses sont égaux,

on voit tout de suite que la solution sera :

fm s (g — (5o bond

g-—>00

L’étude de 1a vitesse avec laquelle s(g) tend vers sa limite est fonction
de la plus grande valeur propre py, inférieure a 1, de la matrice V, ainsi

que de son degré de multiplicité. On sait, que les v;: sont en général trés

faibles pour i -4 j (de I’ordre de 10-5 environ). Pour cerner ’ordre de gran-
deur de p,, on peut étudier la somme des valeurs propres qui est égale a :

2v;. Une des valeurs propres étant égale a 1, il vient I'inégalité suivante :
i
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Zpi_q
i ' Too—(1—n10-5
- )

Si, de plus, ¢f est une racine simple de 1’équation caractéristique, p, sera
. ’ 105 ’ ’ .
sensiblement nul, lorsque g dépassera I’ordre de grandeur de —- génération.

Le temps nécessaire pour atteindre 1’équilibre sera done, en général, consi-

dérable.

2. Migrations. On supposera toujours la population infiniment nombreuse,

décomposée en m groupes, chacun de population infinie.
Nous supposerons qu’a chaque génération, g, des migrations ont lieu
entre ces groupes, les autres conditions de la panmixie parfaite étant réalisées :

Notons par [ () la proportion de migrants originaires du groupe r et présents
dans le groupe £ a la génération g, parmi les individus se reproduisant dans

le groupe k. La proportion d’autochtones du groupe k est égale i I} (g).
Il est commode d’utiliser la notation matricielle :

Lig) = (1 (@) ) avec Z1 (g) —1

ou L(g) est une matrice carrée stochastique d’ordre m, Pindice supérieur
étant indice ligne, 'indice inférieur Iindice colonne. Par 1a suite, on suppo-
sera, pour simplifier, la migration indépendante de la génération : on la
notera L.

Appelons s* (g) la structure génique du kieme groupe a la génération g,
et condensons les structures géniques des m groupes sous forme matricielle :

Q) —(of (g))
Q (g) est alors une matrice rectangulaire de type (m, n), telle que :

o (g)=1

En supposant que les fréquences des alléles sont les mémes dans chaque
lot de migrants que dans le groupe, dont il est issu, il vient :

wf(g)=Z1} o} (g—1)

r

cette relation s’écrit sous forme matricielle :

)(g) = LQ(g — 1) = L*Q(o)
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Ainsi, les structures géniques des populations considérées, a la génération g,
sont entierement déterminées par leurs structures géniques initiales et 1a matrice
de migration. De plus, cette relation montre, que, contrairement au cas
de la mutation, I’étude faite par G. Malécot est encore valable dans le cas ou
le nombre d’alléles est quelconque : en effet la connaissance du ieme alléle
est indépendante de celles des autres. Ecrivant :

PO RSN

’
S ==

S

la relation précédente donne :
s'i(8) = Ls'i(g — 1) = L%"i(0)

L’étude de la limite de £ (g) quand g — oo, est liée a celle de la matrice Ls.
Le probléme est le méme que le précédent, la matrice L étant stochastique.
Dans le cas général ol un groupe garde toujours un certain pourcentage
d’autochtones, la matrice Ls tendra vers une matrice dont toutes les lignes
sont identiques. Le produit L8{2(0) donnera encore une matrice du méme type
mais fonction de ) (o).

Ainsi la limite de Q(g), lorsqu’elle existe, est fonction de la matrice
de migration et de la structure génique initiale des diverses populations.
Mais cette limite sera la méme pour toutes les sous-populations. Son calcul
pourra étre effectué comme celui de Vs, qu’il sera nécessaire ensuite de multi-

plier par (o).

L’étude de la vitesse avec laquelle Q (g) tend vers sa limite est encore
fonction de la plus grande valeur propre, inférieure a 1, de la matrice L,
ainsi que de son degré de multiplicité. Mais, dans ce cas, les I} pourront
&tre beaucoup plus importants que les v}, et leur ordre de grandeur trés
variable. Il sera donc en général nécessaire de calculer les valeurs propres de
la matrice L, pour connaitre la vitesse avec laquelle L9 tendra vers sa limite.
G. Malécot a traité le cas particulier ol il existe au moins une colonie qui
envoie des migrants dans toutes les autres : dans ce cas, la limite sera sensible-

: . 1,
ment atteinte, lorsque g dépassera I’ordre de grandeur de—ﬂ , 1 étant le pour-

centage minimal de migrants envoyé, de cette colonie, dans les autres.

3. Mutations et migrations. On se placera dans le cas du paragraphe 2,
en supposant en plus que des mutations se pro-
duisent dans chaque groupe. Les probabilités des diverses mutations seront
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supposées indépendantes des groupes ot elles ont lieu. On aura donc encore,
dans ce cas, une matrice de mutation V, identique i celle du paragraphe 1.

La fréquence w'f (g) de Valltle i dans le Aieme groupe avant mutation,
mais aprés migration, est toujours donnée par :

o' (g) = 1 o7 (g—1)
aprés mutation, elle devient égale a :
o} (g) = Z vl 't (g)
i

ces relations peuvent s’écrire, plus simplement, sous forme matricielle :

Q(g) = LQ(g — 1)V — L5Q(o) V*

Un raisonnement identique aux précéder.ts montre que la limite de Q (g),
quand elle existe, ne sera fonction que de la matrice de mutation V et sera
indépendante de la migration et de la structure initiale de la population.
Dans e cas ol les taux de migration sont beaucoup plus importants que les
taux de mutation, les populations tendront, dans un premier temps, vers un
état d’équilibre dont la structure génique sera fonction des taux de migration
et de sa structure génique initiale, toutes les sous-populations devenant iden-
tiques entre elles. Dans un deuxiéme temps, la population tendra vers une
structure génique d’équilibre qui ne dépendra plus que des taux de mutation.

Notons cependant que, si ’hypothése d’indépendance des taux de muta-
tion par rapport au temps et a espace est raisonnable, ’hypothése d’indé-
pendance des taux de migration par rapport au temps est beaucoup moins
acceptable. On pourrait alors écrire :

(g) =L(g) Qg — )V =L(g) L(g — 1). . . L(1) Q(0) V*

Ce modéle permettrait d’étudier 1’évolution d’une population pendant
une période ot les variations des taux de migration seraient connues.

Daniel CourcEeau.



